DEPARTEMENT D’ELECTRICITE
eb ET INFORMATIQUE

Ecole d'ingénieurs
du Canton de Vaud

Note d’application

Ajustage des
Parametres d'un

Régulateur PID

Prof. F. Mudry

24

Institut d°
AuTomoTisoTion &
Industrielle LABORATOIRE D AUTOMATIQUE






Ajustage des Parameétres
des Régulateurs PID

Freddy Mudry

L'Institut d’Automatisation Industrielle (iAi) de 1’eivd étudie, met en oeuvre
et présente sous forme de notes d’applications des principes et des méthodes
développées par ailleurs. Le but de cette note est de mettre & disposition du
praticien, dans une forme condensée, diverses méthodes de calcul des para-
meétres des régulateurs PID ainsi que la méthode d’auto-ajustage proposée par
Astréom et Hagglund.

Table des matiéres

1

2

Introduction

Description des régulateurs PID

2.1 Lerégulateur PID . . . . . . . ..

2.2 Lerégulateur PID modifie . . . . .. ... ... .o

2.3 Equivalent numérique du régulateur PID . . . . . .. . ... oo
2.3.1 Termeintégral . . . . . .. ...
2.3.2 Terme dérivé . . . . . . .
2.3.3 Signal de commande . . . . . ... Lo oo
2.3.4 Algorithme numérique . . . . . . . .. ... Lo

Réponses d'un processus apériodique

3.1 Réponse indicielle . . . . . . ..
3.2 Réponse fréquentielle . . . . . ..o
3.3 Caractéristiques d’un processus d’ordre 3. . . . . . . .. ... ... ... ..

Synthése par compensation des pdles

Méthodes de Ziegler et Nichols (ZN)

5.1 Méthode de la réponse indicielle . . . . . . . ... ... ... oL,

5.2 Meéthode du point critique . . . . . . .. L oL

53 Exemple . . . . oL
5.3.1 Méthode de la réponse indicielle . . . . . ... ... . ... ... ..
5.3.2 Méthode du point critique . . . . . .. ..o Lo o oL

avril 2002

eivd — Ajustage des Paramétres des Régulateurs PID



Table des matiéres ii

6 Maeéthodes de Astrém et Higglund (AH) 12
6.1 Critére M, pour 'ajustage des paramétres . . . . . . . .. .. .. .. ... 12
6.2 Meéthode de la réponse indicielle . . . . . ... ... 0o oL, 13
6.3 Meéthode du point critique . . . . . . . ... 13
6.4 Exemple . . . . . . 16

6.4.1 Meéthode de la réponse indicielle . . . . . . ... ... ... ... .. 16
6.4.2 Meéthode du point critique . . . . . .. ... L o oL 16

7 Comparaison des réponses indicielles 17

8 Régulateurs a relais 19
8.1 TFonctions descriptives . . . . . . . . .. 19

8.1.1 Relais sans hystérésis . . . . . . . . ... Lo o 19
8.1.2 Relais avec hystérésis . . . . . . . . .. .o 20
8.2 Reégulateurs arelais . . . . . ... . Lo 21
8.2.1 Evaluation du gain critique . . . . .. ... .. ... ... ... ... 21
8.2.2 Evaluation d’une partie de la réponse fréquentielle . . . . . . . . .. 22

9 Régulateurs PID auto-ajustables 22
9.1 Auto-ajustage en l’absence de bruit . . . . . .. ... o000 24
9.2 Auto-ajustage en présence de bruit . . . . .. ..o 25

9.2.1 Recherche du premier harmonique . . . . ... ... ... .. .... 25
9.3 Comparaison des résultats . . . . . . .. . ... ... ... 26

fmy / mars 2006 eivd — Ajustage des Paramétres des Régulateurs PID



Ajustage des Parametres
des Régulateurs PID

1 Introduction

Les régulateurs PID répondent & plus du 90% des besoins industriels et le nombre de régu-
lateurs installés dans une usine pétroliére, par exemple, se compte par milliers. Malheureu-
sement, malgré ’expérience acquise au fil des ans, les valeurs choisies pour les parameétres
P, I et D ne sont pas toujours satisfaisantes, ni adaptées au processus a régler.

L’histoire des régulateurs est déja longue et il peut étre intéressant de rappeler quelques
étapes importantes. Les premiers régulateurs de type centrifuge apparaissent vers 1750
pour régler la vitesse des moulins & vent, suivi en 1788 du fameux controleur de vitesse
d’une machine & vapeur de James Watt.

En 1942, Ziegler et Nichols [1| ont proposé deux démarches permettant de trouver facile-
ment les paramétres optimums pour une installation donnée. Au fil des ans, les propositions
de Ziegler et Nichols ont été adaptées ou modifiées selon les besoins.

En 1963, Horowitz |2] a ajouté un degré de liberté supplémentaire au régulateur PID afin de
mieux controler les dépassements obtenus lors d’une réponse indicielle. Ce nouveau degré
de liberté consiste, en particulier, & ne réinjecter vers le terme proportionnel qu’une partie
du signal de sortie.

Au début des années 1990 et dans le but de fournir des régles d’ajustement simples mais
plus performantes que celles de Ziegler-Nichols, Astrom [3] et ses collaborateurs ont analysé
le comportement dynamique d’un grand nombre de processus. Cette analyse a conduit a
I’établissement de tableaux servant aux calculs des parameétres P, I et D & partir de mesures
simples.

Dans cette note, on présente les régulateurs PID classiques et modifiés avant de passer en
revue les méthodes de synthése par compensation des poles, celles de Ziegler et Nichols,
celles de Astrém et Higglund pour terminer avec les régulateurs a relais et les régulateurs
PID auto-ajustables [4], [5].

A ce stade, il est important d’insister sur le fait que les méthodes présentées ci-aprés ne
sont applicables qu’a des processus non oscillants dont le déphasage en hautes fréquences
franchit les —180° que ’on trouve surtout dans I’industrie chimique, alimentaire, pétroliére,
pharmaceutique, etc.

2 Description des régulateurs PID

Un régulateur PID remplit essentiellement trois fonctions :

1. 11 fournit un signal de commande u(t) en tenant compte de 'évolution du signal de
sortie y(t) par rapport a la consigne w(t).

2. 11 élimine l'erreur statique grace au terme intégrateur.

3. Il anticipe les variations de la sortie grace au terme dérivateur.
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2 DESCRIPTION DES REGULATEURS PID 2

2.1 Le régulateur PID

Le régulateur PID classique relie directement le signal de commande u(t) au signal d’écart
e(t). Sa description temporelle est la suivante :

de(t)) 1)

u(t) = K, (e(t) + %/()t e(t)dt + Ty pn

%

e(t) = w(t) —y(t) (2)
Sa fonction de transfert s’écrit :
U(s) 1
Gels) = 3 = I <1+ = +5Td> (3)

Cette combinaison des terme P, I et D est aussi désignée sous le nom de forme paralléle
ou non-interactive. Le schéma fonctionnel d’un processus réglé a ’aide d’un tel régulateur
est donné a la figure 1. En plus des signaux définis plus haut, on y trouve la perturbation
v(t), le bruit de mesure n(t) et le signal de sortie non bruité x(t).

v(t) n(t)

y(®
w(t) e(t) GulS) u() Gols) X(t) |

FiG. 1: Schéma fonctionnel d’un processus réglé par un PID classique

2.2 Le régulateur PID modifié

Les modifications que I'on souhaite apporter au régulateur PID sont de 2 types :

1. Afin de diminuer I'importance des dépassements tout en conservant un faible temps
de réglage, on réduit l'effet de la consigne sur le terme proportionnel. L’écart est alors
est défini par :

ep(t) =b-w(t) —y(t) (4)
Suivant le dépassement souhaité, le parametre b de pondération est choisi entre 0 et 1.

2. Afin d’éviter de fortes amplitudes du signal de commande lors de brusques variations
de la consigne, on diminue ou annule ’effet de la consigne sur le terme dérivé :

eq(t) = c-w(t) —y() (5)

Généralement, le parametre ¢ est choisi nul.
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2 DESCRIPTION DES REGULATEURS PID 3

La description temporelle du régulateur PID modifié est alors la suivante :

u(t) = K, (ep(t) + % /0 Ce()dt + Ty de;lt(t)) (6)

(2

Tenant compte des définitions des 3 écarts, le signal de commande u(t) s’écrit :

u(t) = K, (b w(t) + - / meddf)) v+ L / o dit))

dont la transformée de Laplace vaut :

U(s) = K, <b+81Ti+c-sTd> W(s) — K, <1+81Ti+STd> Y (s) (7)

Le régulateur PID ainsi modifié fait apparaitre deux fonctions de transfert associées a la
consigne pour l'une, et au signal réglé pour 'autre :

fo(s) = I;]/((i)) Voo = (b + .S'lTZ +c- STd> (8)
U 1
Gels) = Y () lw=o B <1 T Td> ©)

Le schéma fonctionnel d’un processus réglé a ’aide de ce régulateur est donné & la figure 2.
On dit que ce régulateur possede deux degrés de libertés.

Ge(s) |-

v(t) ()

y(®)
w(t) Gr(s) u(t) G ) (s) x(t) |

F1G. 2: Schéma fonctionnel d’un processus réglé par un PID modifié

D’un point de vue pratique, deux autres modifications sont fréquemment apportées au
régulateur PID.

1. Afin de diminuer l'influence du bruit hautes-fréquences, on limite le gain HF du
dérivateur en remplacant le terme sTy par la fonction de transfert suivante :

sTy

Gals) = 5 N

(10)

Généralement, on choisit N entre 5 et 20.
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2 DESCRIPTION DES REGULATEURS PID 4

2. En présence du terme intégral et dans le cas ou I’écart tarde & s’annuler, la compo-
sante intégrale peut croitre sans cesse et entrainer la saturation du convertisseur A-N
ou de l'actuateur commandant le processus. Puis, lors du changement de signe de
I’écart, il faudra attendre que la composante intégrale décroisse suffisamment pour
ne plus saturer les éléments qui se trouvent en aval. Pour éviter ce temps perdu, on
introduit une limitation sur la valeur maximum que peut atteindre le terme inté-
gral. On notera qu’avec cette modification, le régulateur ne peut plus étre considéré
comme linéaire.

2.3 Equivalent numérique du régulateur PID

Il est bien clair qu’un régulateur tel que celui décrit ci-dessus sera réalisé sous forme
numérique. Dans la mesure ou la période d’échantillonnage T, est suffisamment petite,
on peut se contenter de remplacer 1’équation différentielle du régulateur PID par une
équation aux différences prenant en compte les équivalents numériques des écarts aux
instants d’échantillonnage n :

en] = win] —yln] (11)
epln] = b-wln] —y[n] (12)
ealn] = c-wln] —y[n] (13)

2.3.1 Terme intégral

L’intégrale du terme I est remplacée par la somme des écarts et la différentielle dt, par la
période d’échantillonnage 7%. On a donc :

ui[n] = % Z elk] = uijn — 1] + %e[n] (14)
. i

Afin d’éviter que 'intégrateur accumule ’écart au-dela de valeurs pouvant conduire & des
saturations, il est judicieux de limiter le terme wu;[n] entre Ujmin et U;mae définis au
préalable.

2.3.2 Terme dérivé

Pour trouver 1’équivalent numeérique du terme dérivé, il faut partir de ’équation différen-
tielle représentant la fonction de transfert Gy(s) :

Ua(s) sTy

Eq(s) 1+sTy/N

Ga(s)

Effectuant les produits croisés, on obtient :

Ua(s) - (1 + sz;d) = Eq4(s) - sTy

A cette expression correspond 1’équation différentielle suivante :

ded t Td dud t
ua(t) = T dt( ) N dt()
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2 DESCRIPTION DES REGULATEURS PID S

dont I’équivalent numérique est :

edln] —ealn —1]  Tyug[n] — ugn — 1]

=T,
waln] =T T, N T,
En regroupant les termes, il vient :
T, T, T,
ualol (14 ) = 72 ealin) = ealn = 1) + pb-ualn = 1

On en déduit alors ’expression permettant de calculer le terme dérivé :

N1y
- Ty;+ NT,

Ty

(eq[n] — eq[n —1]) + mud

ualn] [n —1] (15)

2.3.3 Signal de commande

Le signal de commande est la somme des 3 composantes multipliée par K, :

uln] = Kp (ep[n] + wiln] + uq[n]) (16)

2.3.4 Algorithme numérique

Une fois les variables et parameétres initialisés, le régulateur devra, a chaque chaque instant
d’échantillonnage, lire le signal réglé y a I’aide du convertisseur A-N, obtenir la consigne
w qui est généralement fournie par le programme de supervision et effectuer les opérations
suivantes :

e=w-—y

ep=b-w—y

eg=c-w—y

T.
U; = Ui + %6’ aveC  U;min < Ui < Uimaz
1
_ N T
Ug = To+ NT. €qd — eq1 Tot NT. Ugy

Puis, tenant compte des grandeurs ainsi obtenues, il fournira le signal de commande u au
convertisseur N-A :
u=Kp(ep+u; + uq)

et mettra & jour la pile des valeurs précédentes :

€d1 = €4 Uil = U; Udl = Uq
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3 REPONSES D’UN PROCESSUS APERIODIQUE 6

3 Réponses d'un processus apériodique

3.1 Réponse indicielle

La réponse indicielle d’'un processus apériodique est illustrée par la figure 3. On y a mis
en évidence les instants ti,to,t3. Ces instants nous permettent de définir les grandeurs
suivantes :
— le retard apparent :

L=t (17)

la constante de temps apparente :
T=ty—t (18)
— la pente de la tangente au point d’inflexion :

_ylo) _a
ts—t1 L

p (19)

le temps mort relatif :
L ty
=— == 20
TTIAT  n (20)
Le rapport entre la valeur asymptotique y(oco) et ’amplitude E du saut appliqué en entrée
détermine le gain statique Ky du processus :

Ky = 1) (21)

Réponse indicielle du processus

1 " y()

0.8 /

0.6

0.4

Ypol®

0.2

0 5 10 15

FiG. 3: Répounse indicielle d'un processus d’ordre 3
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3 REPONSES D’UN PROCESSUS APERIODIQUE

3.2 Réponse fréquentielle

La réponse fréquentielle d’un processus apériodique est illustrée par la figure 4. Sur cette

réponse, on définit les grandeurs suivantes :

— la pulsation w;, pour laquelle la phase vaut —180°

— le gain G correspondant a cette pulsation

le gain critique K., qu’il faut introduire dans le systéme bouclé pour le rendre instable

1
Koy = — 22
= 22)
— le gain relatif
Gr 1
G(0) K. Ko (23)

Réponse fréquentielle du processus

Phase [deg]

pulsation [rad/sec]

FiG. 4: Réponse fréquentielle d’un processus d’ordre 3

3.3 Caractéristiques d'un processus d'ordre 3

Pour illustrer I’application des méthodes de synthése des régulateurs, on utilisera pour la
suite un processus d’ordre 3 de gain 2 dont les constantes de temps sont toutes trois égales
a 1 seconde : 5

Gp(s) = m

Sur les réponses indicielle et fréquentielle, on mesure :

— le retard apparent :
L =1t; =0.81 [sec]

— la constante de temps apparente :

T =ty —t; = 2.44 [sec]
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4 SYNTHESE PAR COMPENSATION DES POLES 8

— la pente de la tangente au point d’inflexion :

= y(0) = 0.27|V /sec]
ts — 1
— l'ordonnée de la tangente en t =0 :
a=0.22[V]
— le temps mort relatif :
L ty
=——=—-=024
L+T ts 02491/]
— le gain statique du processus :
Ko =G(0) = X2 — oy

— la pulsation critique :
Wer = Wy = 1.73 |rad /sec]
— le gain critique :
1
K., = — =18.1[dB] = 8.03[/]
Gr

— le gain relatif :
Gr 1

= = = 0.0625
"TG0) T KaKo /]
On notera que le produit p L est égal a 'ordonnée a de la tangente en ¢ = 0.

4 Synthése par compensation des poles

Une méthode de synthése fréquemment utilisée consiste & compenser les poles les plus lents
du processus par les zéros du régulateur puis & rechercher le gain de maniére & avoir une
réponse optimale du point de vue de la consigne.

Ainsi, dans le cas d’un systéme d’ordre 3 tel que 71 > 0 > T3

1

Gp(s) = Ko (14 s71) (14 s72) (14 573)

on compensera le produit
(L4 sm) (L+sm) =145 (11 +7) + s*1im

par le numérateur du régulateur PID

1
Ge(s) = K, (1 + T + sTy

K3

)_K 1+ sT; + s°TiTy
- K, o

La compensation des deux constantes de temps les plus lentes 71 et 7o conduit a choisir

T17T2

Ti=n+m Ty=
T+ T2
Ainsi, dans le cas d’un systéme d’ordre 3, la compensation de deux poles par les zéros du
régulateur PID conduit & un systéme global d’ordre 2 avec intégration
1

G =Ky, ———— Ky, = K, K,
bo(5) bo ST (LT 573) avec  Kp, »Ko
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4 SYNTHESE PAR COMPENSATION DES POLES 9

On obtient alors en boucle fermée un systéme d’ordre 2

Gbo(s) 1

Gpr(s) = =
bf() 1+ Gpo(s) 1_’_3%_‘_32%

Kbo

dont on peut fixer 'amortissement ¢ souhaité en identifiant le dénominateur de Gys(s)
avec la forme canonique

2 1
1+—<s+—282
W, wi

On montre alors aisément que le gain K, dépend du facteur d’amortissement ¢ souhaité,
des trois constantes de temps du processus, du gain statique Ky et qu’il vaut :

1l ntn 1

K. =
P Ky 13 4¢?

En choisissant ¢ = 0.6, le dépassement de la réponse indicielle sera d’environ 10%. Tenant
compte du fait que les trois constantes de temps choisies sont égales & 1 seconde, on obtient :

1 m+m 1
= — — =0.695
P Ko 73 4¢? ]
T, = 711+ 7 =2.0][sec
Ty = 12 o5 [sec]
T+ T2

La réponse indicielle du systéme asservi avec ce régulateur modifié dans lequel b=1,¢=10
et N = 10 est illustrée a la figure 5. On y remarque que la réponse au saut de consigne est
satisfaisante. Par contre, 'effet de la perturbation appliquée 15 secondes aprés le saut de
consigne est long & corriger et son amplitude est importante.

Réponse indicielle avec compensation des poles
2 T T T

)
=

0.5 b

u(t)
N
|

-2 L L L I I
0 5 10 15 20 25 30

temps [sec]

FiG. 5: Réponse indicielle du systéme asservi aprés compensation des poles
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5 METHODES DE ZIEGLER ET NICHOLS (ZN) 10

5 Méthodes de Ziegler et Nichols (ZN)

En 1942, Ziegler et Nichols [1] ont proposé deux approches heuristiques basées sur leur
expérience et quelques simulations pour ajuster rapidement les parameétres des régulateurs
P, PI et PID. La premiére méthode nécessite 'enregistrement de la réponse indicielle en
boucle ouverte, alors que la deuxiéme demande d’amener le systéme bouclé & sa limite de
stabilité.

5.1 Méthode de la réponse indicielle

Pour obtenir les paramétres du régulateur PID, il suffit d’enregistrer la réponse indicielle
du processus seul (c’est-a-dire sans le régulateur), puis de tracer la tangente au point
d’inflexion de la courbe. On mesure ensuite sa pente p, le retard apparent L correspondant
au point d’intersection de la tangente avec 'abscisse et le gain Ky = yo/E (figure 3). On
peut alors calculer les coefficients du régulateur choisi & ’aide du tableau 1.

Généralement, les gains K, proposés par Ziegler-Nichols sont trop élevés et conduisent &
un dépassement supérieur & 20%. Il ne faut donc pas craindre de réduire K, d’un facteur 2
pour obtenir une réponse satisfaisante.

| Type | Ky [T | Tu |
p 1/ (pLKo) =1/

PI || 0.9/ (pLKg) = 0.9/ (aKy) | 3L
PID | 1.2/ (pLKo) = 1.2/ (aKy) | 2L | 0.5L

TAB. 1: Parameétres PID obtenus & partir d’une réponse indicielle (ZN;)

5.2 Méthode du point critique

Cette méthode est basée sur la connaissance du point critique du processus. Expérimenta-
lement, on boucle le processus sur un simple régulateur proportionnel dont on augmente
le gain jusqu’a amener le systéme & osciller de maniére permanente; on se trouve ainsi a
la limite de stabilité. Aprés avoir relevé le gain critique K., du régulateur et la période
d’oscillation T, de la réponse, on peut calculer les paramétres du régulateur choisi & ’aide
du tableau 2. Ici également, les valeurs proposées conduisent & un temps de montée rela-
tivement court malheureusement assorti d’'un dépassement élevé. Cette situation n’étant
pas toujours satisfaisante, on peut étre amené a corriger les coefficients proposés et, en
particulier, a diminuer le gain K.

On notera que les paramétres T; et Ty proposés par les deux méthodes de Ziegler-Nichols
sont dans un rapport constant égal & 4. Le régulateur posséde donc deux zéros confondus
valant —1/(2Ty) = —2/T;.

[Type ]| K, | T | Ty
P 0.5K,,
PI | 0.4K. | 0.8T,,
PID || 0.6Kz | 05T | 0.125T%

TAB. 2: Parameétres PID obtenus a partir du point critique (ZNy)
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5 METHODES DE ZIEGLER ET NICHOLS (ZN) 11

5.3 Exemple
5.3.1 Méthode de la réponse indicielle

Sur la réponse indicielle du processus Gp(s) (figure 3), on a mesuré :
— la pente au point d’inflexion :
Ay 1
P=At T -ty

= 0.27[1/sec]
— le retard apparent :
L =t; =0.81sec]

— le gain du processus :
Ko =22 =2[/]

Du premier tableau de Ziegler-Nichols, on tire les 3 paramétres du régulateur PID :

1.2
K, = — =2
T, = 2-L =1.61sec]

Ty = 0.5-L =0.40 [sec]

La réponse indicielle du systéme asservi avec un régulateur modifié dans lequel b =1,¢ =0
et N = 10 est illustrée a la figure 6 par la courbe continue.

5.3.2 Méthode du point critique

Sur la réponse fréquentielle du processus G, (s) (figure 4), on a mesuré :

— le gain critique :
1

™

— la période critique :
27
Ter = — = 3.62 [sec]
w

™
Du deuxiéeme tableau de Ziegler-Nichols, on tire les 3 paramétres du régulateur PID :

K, = 06K, = 241[/]
T, = 05T, = 1.81]sec]
Ty = 0.125- T, = 0.45 [sec]

La réponse indicielle du systéme asservi avec ce régulateur dans lequel b = 1, ¢ = 0 et
N =10 est illustrée a la figure 6 par la courbe traitillée.

Dans les deux approches, la réponse indicielle est caractérisée par un dépassement impor-
tant ; par contre, la perturbation est corrigée rapidement.
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6 METHODES DE ASTROM ET HAGGLUND (AH) 12

Réponses indicielles avec ZNt (-) et ZNf )

y)H

|
0 5 10 15 20 25 30
temps [sec]

FiG. 6: Réponses indicielles d’un systéme d’ordre 3 asservi (ZNy, ZNy)

6 Méthodes de Astrom et Higglund (AH)

Au début des années 1990, Astrom et ses collaborateurs ont testé une nouvelle approche
afin de palier les inconvénients de la méthode de Ziegler et Nichols.

Ils ont pour cela analysé et simulé le comportement d’'un grand nombre de systémes a
comportement non-oscillant en recherchant & les caractériser de maniére simple.

Pour des processus sans intégration, ils ont constaté que leur comportement dynamique
pouvait étre caractérisé a ’aide du temps mort relatif 7 ou du gain relatif x définis par les
équations (20) et (23).

Pour des processus avec intégration, ces 2 caractéristiques ne suffisent pas pour déter-
miner les parameétres d’un régulateur PID. Une information supplémentaire est nécessaire.

Dans ce qui suit, on ne présentera que les résultats concernant des systémes sans intégra-
tion. Pour les processus contenant une intégration, plus de détails et informations peuvent
étre trouvés dans Uouvrage de Astrém et Higglund [3].

6.1 Critére M, pour I'ajustage des paramétres

De maniére a pouvoir mesurer la qualité des réponses temporelles et les comparer sur la base
d’un critére objectif, Astrém a défini un critere d’ajustage des parameétres du régulateur.
Ce critére consiste a observer la fonction de sensibilité du processus réglé et a la limiter &
un maximum valant 1.4 (+3dB) ou 2 (+6dB).
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Le maximum M de la fonction de sensibilité est défini comme suit :

max 1
0<w< oo |14+ Gp(jw)Ge(jw)

M, = (24)

ou G)p(jw) est la réponse fréquentielle du processus et G.(jw) celle du régulateur.

Dans le diagramme de Nyquist, ce maximum M, posséde une interprétation intéressante.
En effet, son inverse 1/M; est la plus courte distance entre la courbe de Nyquist de
Gp(jw)Ge(jw) et le point critique -1. Cette distance peut étre prise comme une mesure
de la robustesse car elle nous indique de combien le processus peut changer sans causer
d’instabilité. Les valeurs typiques de M, sont comprises entre 1.2 et 2 et le systéme asservi
sera d’autant moins sensible aux variations de parameétres ou au bruit que M est petit.

6.2 Méthode de la réponse indicielle

L’approche de AH est similaire a celle de ZN si ce n’est qu’on y utilise un parameétre sup-
plémentaire : la constante de temps apparente 1. Celle-ci correspond au temps nécessaire
pour que la réponse indicielle atteigne le 63% de sa valeur asymptotique moins le temps
mort apparent L (figure 3).

Comme pour la méthode de Ziegler-Nichols, on définit 2 parameétres qui serviront au calcul
des termes P, T et D :

1. le gain normalisé

L
K, = Ko (25)
2. le temps mort relatif
L
- i 2
TTILFT (26)

Contrairement & Ziegler et Nichols qui proposaient simplement 3 coefficients pour déter-
miner les termes du régulateur PID, les multiples essais conduits par Astrém lont amené
a relier les paramétres du régulateur au temps mort relatif 7 au travers de fonctions ayant
la forme

f(T) =ao-exp (a1T + azTQ) (27)

Les parameétres ag,aq,az servant au calcul des termes K, T;, T; ont été obtenus par
ajustage de courbes au sens des moindres carrés. Un exemple de ces mesures et ajustages
est illustré par la figure 7. Astrém a alors pu construire les tableaux de paramétres pour
les régulateurs PI et PID (TAB. 3).

On remarquera que les valeurs de T; et Ty peuvent étre calculées & partir de L ou de T'. La
valeur de cette derniére étant généralement plus précise que la précédente, on travaillera
de préférence avec elle.

6.3 Meéthode du point critique

L’approche de Astrom-Higglund est également similaire  celle de Ziegler-Nichols si ce n’est
qu’ils utilisent un parameétre supplémentaire : le gain statique Kg du processus. Comme
pour la méthode de ZN, deux paramétres serviront pour le calcul des termes P, T et D :
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K vs. 7
aKvs. 7 , 10 ."bv's'r

05

Ty/L vs. T Ty/T vs. T

0.1 0.1

0.01 0.01 PR
0 0.5 1 0 0.5 1

FiG. 7: Diagrammes d’ajustage des parameétres PID par la méthode de la réponse indi-
cielle [3]. Les tests ont été faits sur de nombreux processus en recherchant des
régulateurs a poéles dominants pour lesquels My = 1.4 , marqués o, ou Mg = 2.0,
marqués X. Chaque ensemble de points expérimentaux est ensuite ramené & une
fonction du type f(7) = ag - exp (a17 + a27?) ajustée au sens des moindres carrés.
Les lignes traitillées correspondent aux regles de Ziegler-Nichols.
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PI M;=1.4 Ms;=2.0
ag ay az ag ay a2
K,K, || 0.29 2.7 3.7 || 0.78 -4.1 5.7
T;/L 8.9 -6.6 3.0 || 89 -6.6 3.0
;)T | 0.79 -1.4 2.4 1 0.79 -14 2.4
b 0.81 0.73 1.9 || 0.44 0.78 -0.45
PID My,=14 My, =20
ag aq a2 ago ay a2
K, K, 3.8 -8.47 7.3 8.4 -9.6 9.8
T;/L 5.2 -2.5 -14 3.2 -1.5 -0.93
T;,)T 0.46 2.8 -2.1 0.28 3.8 -1.6
Ty/L 0.89 -0.37 -4.1 0.86 -1.9 -0.44
T,;/T | 0.077 5.0 -4.8 || 0.076 3.4 -1.1
b 0.40 0.18 2.8 0.22 0.65 0.051

TAB. 3: Parameétres des régulateurs PI et PID obtenus a partir d’une réponse indicielle

1. le gain relatif

Gr 1
K= = 28
G(0) K. - Ky (28)
2. la période d’oscillation critique
27
T = — (29)
Wr

De la méme maniére que pour la méthode temporelle, Astrom relie les parameétres du
régulateur au gain relatif x au travers de fonctions ayant la forme

f(k) =ap-exp (am + a2n2) (30)
Les parameétres ag,aq,az servant au calcul des termes K, T;, T, ont été obtenus par

ajustage de courbes au sens des moindres carrés. Astrém a alors pu construire les tableaux
de parameétres pour les régulateurs PI et PID (TAB. 4 ).

PI My;,=14 My =2.0
ao ai a2 ag ai a2
Kp/KCT 0.053 2.9 -2.6 || 0.13 1.9 -1.3
T/ Ter 0.90 4.4 2.7 | 0.90 4.4 2.7
b 1.1 -0.0061 1.8 || 0.48 0.40 -0.17
PID My,=14 My =2.0
ag ai a2 ag ai a2
Kp/Kcr 0.33 -0.31 -1.0 || 0.72 -1.6 1.2
T/ Ter 0.76 -1.6 -0.36 || 0.59 -1.3 0.38
Ty/Ter 0.17 -0.46 -2.1 | 0.15 -14 0.56
b 0.58 -1.3 3.5 0.25 0.56 -0.12

TAB. 4: Parameétres des régulateurs PI et PID obtenus a partir du point critique

fmy / mars 2006

eivd — Ajustage des Paramétres des Régulateurs PID



6 METHODES DE ASTROM ET HAGGLUND (AH)

6.4 Exemple
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6.4.1 Méthode de la réponse indicielle

Considérant la réponse indicielle du processus & 3 constantes de temps égales, on trouve

Ky=2,L =1t =0.81[sec], T =ty —t; = 2.44 [sec]. Choisissant M, = 2.0 (section 6.1),
le calcul des paramétres du régulateur PID se fait alors comme suit :

[ K | KoL/T [ 2-0.81/2.44 | 0.66 [/] |
T L/(L+T) 0.81/(0.81 + 2.44) 0.25 [/]
K, | ap-exp(a1T + as7?) /K, || 8.4-exp(—9.6-0.25 + 9.8 -0.25%)/0.66 | 4.28 [/]
T; | ap-exp(aiT +azr?)- T || 0.28-exp(3.8-0.25 — 1.6 - 0.25%) - 2.44 | 1.59 [sec]
Ty | ao-exp(arT +ag7?) - T | 0.076 - exp(3.4-0.25 — 1.1 - 0.25%) - 2.44
b ao - exp(ai™ + as7?)

0.40 [sec]
0.22 - exp(0.65 - 0.25 + 0.051 - 0.25%) 0.26 [/]

La réponse indicielle du systéme asservi avec ce régulateur dans lequel ¢ = 0 et N = 10

est illustrée en trait continu dans la figure 8.

Réponses indicielles avec AHt (-) et AHf (G MS =2.0:

T
15F

y)H

| |
15 25
temps [sec]

30

FiG. 8: Réponse indicielle d'un systéme d’ordre 3 asservi (AH;, AHy)

6.4.2 Méthode du point critique

Considérant la réponse fréquentielle du processus & 3 constantes de temps égales, on a

trouvée K. = 4.015[/], Tty = 27/wy = 3.62[sec|. Choisissant M; = 2.0 (section 6.1), le
calcul des paramétres du régulateur PID se fait alors comme suit :
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1/(KeKo) [ 1/(8.03-2) | 0.0625[/] |

X
K, | ag-exp(aik + a2k?) - Kep || 0.72 - exp(—1.6 - 0.125 + 1.2 - 0.125%) - 4.015 | 2.4[/]
1;

ag - exp(aik + agk?) - Ter || 0.59 - exp(—1.3-0.125 + 0.38 - 0.125%) - 3.62 | 1.83 [sec]
Ty | aop-exp(ark + azk?) - T || 0.15 - exp(—1.4-0.125 + 0.56 - 0.1252) - 3.62 | 0.46 [sec]

b ao - exp(aik + agk?) 0.25 - exp(0.56 - 0.125 — 0.12 - 0.1252) 0.271[/]

La réponse indicielle du systéme asservi avec ce régulateur dans lequel ¢ = 0 et N = 10
est illustrée en traitillé dans la figure 8.

Comparaison des réponses indicielles
1.6 T T T

141 ZN — B

1.2F T / _

ZNf et AHf

0.6

0.4

0.2

|
0 5 10 15 20 25 30
temps [sec]

FiG. 9: Comparaison des réponses indicielles

7 Comparaison des réponses indicielles

En conclusion de ces différentes approches, il est intéressant de comparer les réponses
indicielles du systéme asservi (figure 9). Afin de ne pas charger la figure, seules les réponses
indicielles obtenues par compensation des pdles et les méthodes du point critique y figurent.

La comparaison des réponses indicielles montre que les méthodes de ZN et AH sont trés
bonnes en ce qui concerne la correction de la perturbation ; alors que ce n’est pas du tout
le cas pour la méthode par compensation des poles. Enfin, grace au terme b inférieur a 1,
la méthode de AH parvient & réduire le temps de réglage et le dépassement.

Le tableau ci-dessous regroupe les valeurs trouvées selon les différentes méthodes. Dans
tous les cas, l'effet de la consigne sur la dérivée a été annulé en choisissant ¢ = 0 et le gain
hautes fréquences du terme dérivateur a été limité en prenant N = 10.
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y | Comp. | ZN, | AH, | ZN; | AH; |
K, | 070 [275]2.14 | 2.41 | 2.40
T; 20 [ 161 159|181 | 1.83
T, 0.5 [0.40 | 0.40 | 0.45 | 0.46

b 1.0 1.0 [ 026 | 1.0 | 0.27

TaAB. 5: Comparaison des paramétres des régulateurs

Il est intéressant de relever que, pour le processus d’ordre 3 a constantes de temps égales,
les méthodes de ZN et AH conduisent aux mémes valeurs des paramétres. Ce qui distingue
les deux méthodes, c’est la pondération de la consigne avec le parameétre b.
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8 Régulateurs a relais

Les régulateurs a relais sont présentés ici de maniére succincte et uniquement dans le but
de les utiliser pour ’ajustage automatique des parameétres d’un régulateur PID.

En 1984, Astrom et Hégglund ont proposé de mesurer automatiquement le point critique
en remplacant le régulateur classique par un régulateur a relais |5]. Cette démarche a le
grand avantage de ne pas avoir besoin d’emmener le systéme & la limite de la stabilité
comme le demande la méthode de ZN.

En effet, un telle expérience n’est généralement pas admise en milieu industriel car la
maitrise de 'amplitude des oscillations est délicate et le risque d’une perte de stabilité est
trop grand. Afin de contourner ce probléme, on préfére créer les oscillations entretenues a
I’aide d’un régulateur tout-ou-rien. Par le fait que I’amplitude du signal de commande est
limitée, celle de l'oscillation du signal réglé le sera également.

Le schéma fonctionnel d’un processus asservi par un relais est présenté a la figure 10. Un
tel systéme non linéaire conduit & des signaux périodiques non sinusoidaux. L’analyse peut
alors étre faite dans I'espace des fréquences en considérant les composantes harmoniques
des divers signaux.

+D
e(t):Asin((sot)> - - u(t) - E e(t) NA) u(t)
-D
w(t) e(t) N(A) u(t) Gp(s) >y(t)

F1G. 10: Schéma fonctionnel d’un asservissement a relais

8.1 Fonctions descriptives

Il est important de noter que la réponse du systéme non linéaire que représente le relais
ne dépend pas de la fréquence du signal d’entrée, mais uniquement de ’amplitude A de ce
dernier. La relation entrée-sortie d’'un systéme non linéaire est alors décrite par sa fonction
descriptive N(A).

8.1.1 Relais sans hystérésis

Appliquons au relais un signal d’entrée e(t) sinusoidal d’amplitude A. La sortie du relais
est alors un signal carré u(t) d’amplitude D en phase avec la sinusoide (figure 11). La
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décomposition de ce dernier en série de Fourier montre que les harmoniques pairs sont nuls
et que 'amplitude des harmoniques impairs vaut :

4D
Ur = — pour k impair (31)
km

En effectuant le rapport des harmoniques d’ordre 1 des signaux de sortie et d’entrée, on
définit la fonction descriptive du relais sans hystérésis :

U(jw)k—1 _ 4D/m 4D

N(A) = == (32)
E(jw)k=1 A TA
Relais sans hystérese
T T T
D
1r A B
051 B
0 =0
-0.5f B
_1 - -
| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Relais avec hystérese
T T T T
D
1r A B
B P e N
05 |
0
-0.5f
I e - - — L ____
_1 -
| | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

FiG. 11: Réponses d’un relais & une entrée sinusoidale

8.1.2 Relais avec hystérésis

Appliquons au relais un signal d’entrée e(t) sinusoidal d’amplitude A. La sortie du relais
avec hystérésis est comme auparavant un signal carré d’amplitude D mais déphasé d’une
valeur dépendant de la largeur de I’hystérésis.

De la figure 11, on déduit aisément que ce déphasage vaut ¢ = —asin(e/A). Dans le plan
complexe, ce déphasage correspond a un phaseur e/¥ valant :

€7% = exp (—j-asin <Z)> =/1- (Z)Q_j,z (33)

La fonction descriptive du relais avec hystérésis devient alors une fonction complexe qui
1A 3
s’écrit :
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d’ou :

8.2 Régulateurs a relais

Dans ce qui suit, on s’intéresse au comportement du systéme asservi a l'aide d’un relais
seulement. La valeur de la consigne w(t) importe peu; on 'admettra nulle pour la suite.

Une illustration des signaux obtenus dans la boucle d’un asservissement a relais avec hys-
térésis est donnée par la figure 12. On y voit bien l'effet de filtrage passe-bas réalisé par
le processus : sur le signal de sortie, les harmoniques d’ordre supérieur & 1 sont fortement
atténués.

Réponses d’'un asservissement a relais avec hystérese
T T T

u(t)
o

0.4

o2} /\ ]

y(®
o

temps [sec]

F1G. 12: Réponses temporelles d’'un asservissement & relais avec hystérésis

8.2.1 Evaluation du gain critique

Dans ’espace des fréquences, les signaux d’écart e(t), de commande u(t) et de sortie y(t)
sont reliés entre eux par les équations suivantes (voir figure 10) :

Y(jw) = Gp(jw)U(jw)
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E(jw) = W(jw) =Y (jw) = -Y (jw)

U(jw) = N(A) - E(jw) = =N(4) - Y (jw)
La fonction de transfert du systéme en boucle ouverte vaut alors :

Y (jw)

E(jw)

et, dans la mesure ou la période d’oscillations est assez proche de la période critique T,

le module de la fonction descriptive est égal au gain critique :
4D

Kcr ~ a

Gbo(jw) =

= —1 = N(4) - Gy(jw) (35)

(36)

8.2.2 Evaluation d’une partie de la réponse fréquentielle

Observant I’équation 35, on voit que la fonction de transfert du processus Gp(jw) peut étre
décrite par l'inverse de la fonction descriptive :

Gp(jw) = _N(lA) = —%exp (+jasin(e/A))
Gp(jw) = %exp <+j(—7r + asin (2)) (37)

Dans cette équation, la pulsation d’oscillation w n’est pas indépendante ; elle est déterminée
par la largeur 2¢ de 'hystérésis et "amplitude A du signal de sortie.

On en déduit donc qu’en variant la largeur de ’hystérésis, il est possible de mesurer la
réponse fréquentielle du processus dans une partie du troisiéme quadrant du plan complexe,
c’est-a-dire, du point de vue de la phase, entre—90° et —180°.

Une illustration en est donnée par la figure 13 ou 'on voit les points obtenus en variant
la largeur de I’hystérésis entre 0.0 et 0.8. La courbe continue correspond & la réponse
théorique.

9 Régulateurs PID auto-ajustables

L’idée proposée en 1984 par Astrom et Higglund est extrémement simple [5]. Elle consiste
a remplacer momentanément le régulateur PID par un relais de maniére a mesurer un
point de la réponse fréquentielle du processus a régler (équation 37). Une fois le régime
permanent atteint, il reste & calculer les parameétres du régulateur auto-ajustable selon la
méthode AHy et & commuter sur le régulateur PID (figure 14).

Il est intéressant de souligner que cette méthode ne nécessite aucune connaissance préalable
de l'installation a régler. Il suffit de lancer l'installation avec le régulateur a relais puis,
une fois les paramétres trouvés, de le commuter en réglage automatique. De nombreux
régulateurs industriels auto-ajustables sont basés sur ce principe.
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Réponse fréquentielle mesurée avec un relais

1 T T T T T

0.6

gain

0.4

0.2

4.5

phase [deg]

|
0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
pulsation [rad/sec]

F1G. 13: Réponse fréquentielle d'un systéme d’ordre 3

w(t) e(t) L u(t)

>y(t)

Gp(s)

PID —T

FiG. 14: Schéma fonctionnel d’un régulateur auto-ajustable
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9.1 Auto-ajustage en |'absence de bruit

Un exemple des résultats obtenus dans le cas idéal, c’est-a-dire sans bruit et avec un relais
sans hystérésis est présenté dans la figure 15. On y voit que le signal de sortie peut étre
assimilé & une sinusoide et que son amplitude A peut étre mesurée facilement en recherchant
son maximum. La demi-période se mesure en considérant le temps écoulé entre 2 transitions
du signal de commande.

Auto-ajustage d'un régulateur PID
T T

u(), y()

0 5 10 15 20 25

Kp =4.56, T, =185, T =0.47, b=0.27
1.4 T

S08F

0 ! ! ! !
0 5 10 15 20 25

temps [sec]

FiG. 15: Auto-ajustage des paramétres d’'un régulateur PID

L’analyse des deux courbes temporelles nous permet de voir que l'on a
D=1 A=0.33 Ter = 3.7 [sec]

On en déduit le gain critique

4D
Kc’r‘ ~ a = 3.86

En plus des deux réponses temporelles, on doit mesurer séparément le gain statique du
processus qui vaut

Ky=2
Partant du tableau 4 et choisissant M, = 2.0, on peut alors calculer les paramétres du
régulateur PID comme suit :

IEN 1/(KeKo) | 1/(3.86 - 2) | 013[/] |
K, | ap-exp(aik + azk?) - Kep || 0.72 - exp(—1.6-0.13 +1.2-0.13%) - 3.86 | 2.28[/]
T; | ao-exp(aik + azk?) - Tpr || 0.59 - exp(—1.3-0.13 +0.38 - 0.13%) - 3.7 | 1.85 [sec]

Ty | ao-exp(aik + ask?) - Ty || 0.15 - exp(—1.4-0.13 4 0.56 - 0.13%) - 3.7 | 0.47 [sec]

b ao - exp(aik + agk?) 0.25 - exp(0.56 - 0.13 — 0.12 - 0.13?) 0.27[/]
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9.2 Auto-ajustage en présence de bruit

Idéalement, on devrait utiliser un relais sans hystérésis de maniére & mesurer le point
critique correspondant & w,. Cependant, pour diminuer la sensibilité aux bruits de mesure
de y(t), on utilisera un relais avec hystérésis. La largeur de celui-ci sera adaptée au niveau
de bruit. Cette situation est illustrée par la figure 16.

Auto-ajustage d'un régulateur PID
T T

N e S VN N B Za N =N
TN NN N

u(v), y()

0 5 10 15 20 25

Kp =3.2, Ti =21, Td =0.53,b=0.27

1.5 T T

05 I I I I
0 5 10 15 20 25

temps [sec]
F1G. 16: Auto-ajustage en présence de bruit

L’incertitude sur l'instant de commutation causée par le bruit fait qu’il est préférable de
considérer plusieurs transitions du signal de commande pour évaluer la période d’oscilla-
tion.

Du fait de I'hystérésis non nulle, la période mesurée Ty sera plus grande que la période
critique T, utilisée pour calculer les paramétres du régulateur.

9.2.1 Recherche du premier harmonique

A cause du bruit, 'amplitude A du signal de sortie ne peut pas étre mesurée en pre-
nant simplement son maximum. Il est nécessaire de la rechercher en calculant la premiére
composante spectrale.

Pour ce faire, on extrait une ou plusieurs périodes du signal y(t) en régime permanent et
on évalue numériquement ’amplitude des fonctions cosinus et sinus en calculant :

2 [To t
a = — t)-cos|2mr— | dt 38
= g [ cos (2r ) (39)
o, & nT,
o~ . )
T nZ::Oy[n] cos( T T ) (39)
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2 [To
by = — y(t) - sin (27r) (40)

To
sm( TO@) (41)

On en déduit I'amplitude de la composante fondamentale :

A1 =4/ CL% + b% (42)

a1 = atan <_b1> (43)

ai

12

et sa phase :

Sur la figure 16, on a ajouté le signal y(t) = Ajcos(27t/Tph + 1) évalué sur 2 périodes.

9.3 Comparaison des résultats

Un tableau comparatif des valeurs obtenues a partir de la réponse fréquentielle du modeéle,
de la mesure avec un relais & hystérésis nulle ou non est présenté ci-dessous.

| | modéle | e=0]e=0.05
K, 24 [ 23 1.6
T, [ 183 | 185 | 21
T, | 046 [ 047 [ 053

b 0.27 0.27 0.27

Les paramétres calculés & partir de mesures faites avec un relais & hystérésis augmentent
la marge de stabilité tout en gardant pour le systéme asservi avec le régulateur PID un
comportement satisfaisant (figure 16).

De plus, on notera que le point mesuré avec le relais & hystérésis se situe avant le point
critique. Dans ce cas, la pulsation est inférieure & w; et le gain du processus est plus grand
que Gr. Cela conduit & un gain K, inférieur a celui attendu et a des parametres 7T; et T
plus élevés.
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